Losungsvorschlage fur die Aufgaben zu Kapitel A.1.1.

Aufgabe 65
a. Zeigen Sie, dass (d,) = (s5n!) nicht beschréankt ist.

b. Zeigen Sie, dass (g,) = (¢ n® +in+1) streng monoton wachsend ist.

Losungsvorschlag:

a.

Annahme: (d, ) ist beschrankt=

esgibt K,LeR mit d, €[K;L] firalle neN=

d, <L firalle neN =

-10
wh!<L firalle neN =

n<n!

n!<10L furalle neN =
n<10L furalle neN
Setzt man L, =10L, so erhalt man mit n< L, flr alle ne N einen Widerspruch zu A.1.1.4.
b.
Esgilt firalle ne N:
e,<e, <

) ) ausmultiplizieren; binomische Formel
N +in+ i<+ +3(n+1D)+3 =

—in’-gn-3

1n2 1 1_1p2_1 1,1 1,1
Zn +3n+§<jn +§n+z+?n+§+? =

3 1
0<7+§n
Diese Ungleichung ist fiir alle ne N erflit!

Aufgabe 66
Zeigen Sie mit Hilfe von A.1.1.5,, dass fur (a,) = () gilt: lima, =0.

Losungsvorschlag:
Sei £>0.
Wir beginnen mit einer VVortberlegung:

|an —0| <eS
2250
e
;< n
Nach A.1.1.4. gibtes N e N mit £ <N. Fir n>N gilt dann ,erst recht“ L <n , wegen
n<n? folgt £ <n’ und die Voriiberlegung liefert schlieBlich |a, —0|<¢.
Also: lima, =0.

n—o

Aufgabe 67
Berechnen Sie mit Hilfe der Grenzwertsatze die Grenzwerte der nachstehenden Folgen:

_(4n*+6n-17 _(n-+arctan(n) NIt
o (a) (AR ) <(TEEO ) o)ty



Losungsvorschlag:
a.
lima, =

n—oo

. 4n2 L Bn-17 Erweitern mitni2
I|m2— =
n>e TN°+3n+5

4+6- % -17-L ewsAi181/
n

im
on 743 5+95

lim4+6-lim % -17- (Ilm %)2 Beispiele zu A.1.1.5.
n—oo N—oo _

n—oo

7+3-limL+5-(lim1)?
n—oo n—

4+6-0-17-0° 4

7+3.0+5.02 7

b.
limb, =

n—ow

. n-+arctan(n) Eeitem mits
lim—2 V)
n—o0 3n +1

1+ 1 arctan(n) GWS A.1.1.8.1./2.
lim———~2 =
n—o 3 +%
liml+Ilim (% . arctan(n)) Beispiele zu A.1.1.5.
n—o —

n—0

lim3+lim$
140 1
3+0 3’

wobei lim(+-arctan(n)) =0 nach GWS A.1.1.8.3. gilt, da lim+ =0 gilt und (arctan(n))

wegen arctan(x) €]-%;Z[c[-%;%] furalle xR beschréankt ist.

C.
limc, = lim((-1)"-4) =0

gilt nach GWS A.1.1.8.3,, da lim=+ =0 gilt und (D™ beschrankt ist.

Aufgabe 68
Zeigen Sie mit Hilfe des Einschachtelungssatzes und unter Ausnutzung der bekannten

Resultate lim%/n =1 und lim¥/x =1 fiiralle xeR mit x>0

n—o nN—o
limYn®+n+2=1.

nN—oo

Losungsvorschlag:
Setze (a )= (Yn), (b,)=®n*+n+2), (c,) = (¥4n). Dann gelten:
i. lima, =limYn=1.

n—w n—oo

GWS
ii. lime, =lim¥4n® = lim¥4-(limYn)® =1.2° =1.

n—o0 n—o0 n—o



iii. Fr alle ne N gilt:

n®+220
a, =n < Yn*+n+2=b,.

iv. Fur alle ne N gilt ferner:
n§n3,2£2n3
b =Un*+n+2 < UYn*+n*+2n’=4n’ =c,.

Aus i. — iv. folgt nach dem Einschachtelungssatz:

limb, =lim{n*+n+2=1.

n— nN—w

Aufgabe 69 mit Anregung zum Programmieren
Gegeben ist das folgende Programm ( dabei sollen eventuelle Probleme, die sich beim
Uberprifen von Gleichheit und durch Rundung ergeben, ignoriert werden):

natlrliche Zahl p einlesen

\organger gleich 1 setzen

Néherung gleich p setzen

Solange Naherung ungleich Vorgénger
Vorgénger gleich N&herung setzen

(Naherung)® + p
2-Néherung

Né&herung durch ersetzen

Né&herung ausgeben

a. Vollziehen Sie den Verlauf des Programms fir p =3 mit dem Taschenrechner oder
Computer nach. Welche Zahl wird nédherungsweise ( als ,,Naherung* ) berechnet?
b. Zeigen Sie, dass fir p € N die durch die folgende Vorschrift rekursiv definierte Folge (a,)

1] a,=p;

2
a‘+ .
mamz ”2 P furalle neN
a

n

konvergent ist mit lima, = \/B

c. Welche Zahl wird also mit dem obigen Programm ndherungsweise ( im Rahmen der
Rechnergenauigkeit ) berechnet?

Losungsvorschlag:

a.

Rechnerabhangig; mein Taschenrechner hat N&herung =1,732050808 geliefert. Dies ist V3
im Rahmen der Genauigkeit meines Taschenrechners.

b.

1. Nachweis von a, 2\/6 faralle ne N:

Rek. |
ia, = pxyp
Rek. 1l

ii.a,,>p o

-2a,>0

a,2+p
>\ p &
—2\/5arI

a’+p=2pa, =




2. binomische Formel

a’-2/pa,+p20 o
(a,—/p)*>0

Die letzte Ungleichung ist erfullt, da Quadrate reeller Zahlen nie negativ sind.
2. Nachweis, dass (a,) monoton fallend ist:

Fur alle neN gilt:

Rek. Il

a,,<a, ©
aZip -2a,>0
< a, ©

_an2
2 2
a°“+p<2a‘° <
a,>0

p<a’<e

Jp<a,

Diese Ungleichung ist nach 1. erfullt.
Beachten Sie, dass mit 1. und 2. auch \/p <a, <a = p und daher a, € [\/B;p] furalle neN

folgt.
3. Bestimmung des Grenzwertes:
Nach 1. und 2. und A.1.1.10. ist (a,) konvergent. Sei a=lima,. a="?

n—oo

Entscheidender Trick: Es istauch a=1lima,,,. Rek. Il liefert dann:

i Rek. Il
a=lima,, =

n—oo

,  GWS
P _

2a,

lim
n—oo

. 2 lima,=a
(lima,) +p no»
n—o —

2lima,

nN—w
aZ+p
2a

Wir erhalten also die Gleichung a ==, aus der wir nun a bestimmen konnen:

2a !

o 2a>0
a‘+p

a=

2a
2a’=a’+pe
f,a>0

aZ
a=./p.
C.

Das Programm berechnet \/E néherungsweise ( im Rahmen der Rechnergenauigkeit).



