Losungsvorschlage fur die Aufgaben zu Kapitel A.1.5.

Aufgabe 78
Bestimmen Sie den groBtmoglichen Definitionshereich M c R fiur f:M — R mit
a. f (X) — Z(_l)iflﬁxﬁfl : b. f (X) _ Z(_l)l (Ziil)! X2i+1 .
i=1 i=0
Lésungsvorschlag:
a

« Sonderfall:

Fir x=0 gilt > (-1 545 x** =) (-1)'" 5507 = 0. Es liegt also ( absolute ) Konvergenz
i=1

2i-1
i=1

vor.
e Seinun x=0. Dannist b, = (-1)"" 5 x*"* = 0 und wir kénnen mit dem Quotienten-
kriterium fur absolute Konvergenz arbeiten.
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Die Reihe konvergiert also fur |x| <1 absolut, fiir |x| >1 divergiert sie.

e Seinun |x|=1.

2i-1

Fur x =1 erhalt man die Reihe ) (-1)'" 545 x* " =" (-1)"";4;; diese ist nach dem
i=1 i=1

Leibnizkriterium konvergent.
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Fir x=-1 erhalt man die Reihe i(—l)”ﬁx“’l = i(—l)i’1 DT =D (<) S
i=1 i=1

2i-1 2i-1"
i=1
diese ist ebenfalls nach dem Leibnizkriterium konvergent.

e Man kannalso f:[-1,1]] - R durch f(x) :i(—l)”LxZi’1 definieren, d. h.

2i-1
i=1

M =[-11].
b.
e Sonderfall:

0

Fir x=0 gilt Y (-1)' G5 X" = (-1)' z45;0%* = 0. Es liegt also ( absolute ) Konvergenz
i=0 i=0

Vor.



e Seinun x=0.Dannist ¢, = (-1)" 7 x> # 0 und wir kdnnen mit dem Quotienten-

(2n+1)!
kriterium fur absolute Konvergenz arbeiten.
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Damit ist » ¢, =) (—1)' iy x*** auch fur x =0 stets absolut konvergent.
i=0 i=0

e Mankannalso f:R—>R durch f(x)=>(-1)' iy x*" definieren,d.h. M =R.
i=0
Wir werden spéter sehen, dass diese Funktion die Sinusfunktion ist! ( vgl. A.1.5.8.)

Aufgabe 79
Bestimmen Sie mit Hilfe der Definition A.1.5.1. den Konvergenzradius der folgenden
komplexen Potenzreihen:

o0

a. Y i7'; b.iz‘(z—?,)‘.

i=1

Losungsvorschlag:
a

Setze b, =+2z", dann liefert das Wurzelkriterium fiir absolute Konvergenz:

r= IimQ/mz
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Betrag ausrechnen
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Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe fiir |z| <1 absolut; fur [z| >1 divergiert sie.

Der Konvergenzradius istalso R=1.
b.

Setze ¢, =2"(z—-23)", dann liefert das Wurzelkriterium flr absolute Konvergenz:
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Es gilt:
21z-3/ <1< |z-3[<% und 2|z-3[>1<|z-3>1.
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe fur |z—3| <4 absolut; fur |z-3/> 4

divergiert sie.
Der Konvergenzradius ist also R=1.

Aufgabe 80
Bestimmen Sie mit Hilfe der Formel von Cauchy — Hadamard fiir die folgenden reellen
Potenzreihen den Konvergenzradius R :

a.iSi X' b.iZ(‘z)xi : C. i:—'x' .
i=1 i=1

i=1

Losungsvorschlag:
a.

Sei a, =5" furalle neN. Dann gilt:
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Esfolgt: R=1=1.
b.
Sei a_ =2 fiiralle neN. Dann ist

@la.) = G127 = (W2"") = §/(2")") = (2) unbeschrankt und damit
R=0.
C.

Esist a, == =0 furalle ne N und wir erhalten:
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Esfolgt: R=+=e.

Aufgabe 81

Berechnen Sie die folgenden Reihensummen:

1.45.1.

3-(exp() -1) " =
3-(e-1).

b. i%; C. i'l—}
i=1 i

in der 1. Summe i!=i-(i-1)! setzen und kiirzen

1. Summe umnummerieren



Aufgabe 82
Schreiben Sie als einen Logarithmus: 2-In(x* — y?) —In((x—y)?) + In(2) .

Losungsvorschlag:
A.1.5.5.3./5.

2-In(x* - y*)=In((x-y)*) +In(2) =

In(O¢ -y +In(——) +In@) " =
(x-)

In((XZ _ y2)2 . 2 _ 3. binomische Formel
(x-y)*
(XY (c+ y)? 2, o
(x-y)*
In(2- (x+y)°).

Aufgabe 83 ( Tuftelaufgabe )

Zeigen Sie fur alle x,yeR:

cos(X + y) = cos(x)-cos(y) —sin(x)-sin(y) und
sin(x + y) =sin(x)-cos(y) + cos(x)-sin(y).

Losungsvorschlag:
Eulerformel

cos(Xx+y)+i-sin(x+y) =
exp(i-(x+y)) =

. . AL57.1
exp(i-x+i-y) =
Eulerformel

exp(i-x)-exp(i-y) =
Multiplikation komplexer Zahlen

(cos(x) +1i-sin(x))-(cos(y)+i-sin(y)) =

(cos(x)-cos(y)—sin(x)-sin(y)) +i-(cos(x)-sin(y) +sin(x)-cos(y))

Schaut man nur auf Anfang und Ende der Rechnung und vergleicht Real — und Imaginarteil,
so erhalt man die Behauptungen

cos(Xx + y) = cos(x)-cos(y) —sin(x)-sin(y) und

sin(x+ y) =sin(x)-cos(y) +cos(x)-sin(y).

Aufgabe 84
Berechnen Sie die folgenden Funktionswerte der komplexen Exponentialfunktion.

a. exp(%-i); b. exp(2+%-i).
Die Ergebnisse sind stets genau in Normalform anzugeben.



Losungsvorschlag:
a.
. Eulerformel

exp(5-i) =

B _Tabelle
cos(%) +sin(%)-i =
0+1-i=
i.
b.

i A.157.1.
exp(2+4%-1) =

. Eulerformel
exp(2)-exp(5-i) =
Tabelle

e’ - (cos(%) +sin(%)-i) =
62 (L +143.i) =
le?+1e?3 i,



