Losungsvorschlage fur die Aufgaben zu Kapitel A.2.2.

Aufgabe 88

Untersuchen Sie die Funktion f :R — R mit f(x) = x> mit Hilfe der Definition A.2.2.1. auf
Differenzierbarkeit und geben Sie gegebenenfalls die Ableitung an.

Tipp: X2 = x5 = (X=%,) - (X* + XX, + XZ) .

Losungsvorschlag:
Fir x, e R qilt:

FO) = f(%)

lim——==

2 2\ ki
lim (X = X) - (X7 + XX, + X ) Fereen

X=X, X=X,

Polynome sind stetig

lim (X +X- X, + %) =

X—>Xg

X2+ Xy Xy + X2 =

3%¢.

Damitist f in x, differenzierbar mit f'(x,) =3x].
Kurznotation: f(x)=x> = f'(x)=3x".

Aufgabe 89
a. Zeigen Sie firalle neN: f (x)=x"= f'(x)=n-x"",

2
b. h:R — R sei definiert durch h(x) :%. Berechnen Sie h'(x).
X"+

Losungsvorschlag:

a.
Induktion in Kurznotation!
I.n=1:
Beispiel 2. zu A.2.2.1.

f(x)=f(X)=x"=x =
f/(x)=f(x)=1=1-x"=1-x"=n-x""
Il. n—>n+1:
fn+l(X) = fn (X) ' fl(X) =

Produktregel
fn+1(X) =

f/(x)- f,(x)+ f, (x)- f(x) IV:A

Potenzgesetze

n-x"t.x+x"-1 =



b.
Es gilt h=i mit f(X)=x*+x+1, g(x)=x"+1.
g

Mit f'(x) =2x+1 und g'(x) =2x folgt:

f ' Quotientenregel
'(x) :(Ej () =
F'0-9(0)-f(x)-9'(x) _

(9(x))?
(2x+1)-(X*+1) - (x> +x+1)-2x _
(x* +1)°
2%° + X7+ 2X+1-2x3 - 2x° = 2X _
(x* +1)°
—x*+1
Xt +2x7 +1°
Aufgabe 90
Zeigen Sie mit Hilfe von A.2.2.5.: f(x) =cos(x) = f'(x) =-sin(x).
Losungsvorschlag:
Mit f(x)=D (-1)'-Zx" (vgl. A.1.5.85.) folgt nach A.2.2.5.:
i=0

(2i)1=2i-(2i-1)!

F/(x) = i(—l)‘ S

2i kiurzen

Z(_l)i mzl _X2i71 —
i=1

umnumerieren

z (_1)i (2i];1)! X X2i—1 —
i=1

(D=1

z (_1)i+1 (giil)! . X2i+l
i=0

~3 (A1) ik X3 = —sin(x) (vgl. AL5.8.5.)
i-0

Aufgabe 91
Zeigen Sie mit Hilfe von A.2.2.6.: g(x)=vx = g'(X) L fur alle x €]0;00[ .
X

24x

Tipp : Betrachten Sie f :[0;0[— [0;00[ mit f(X)=x* und beachten Sie g = f*.

Losungsvorschlag:

f :[0;00[— [0;00[ mit f(x)=x?

hat die Umkehrfunktion

f 1 :[0;00[— [0;00[ Mit f1(x)=+/X.

Fur x e[0;00[ gilt:

f/(F (X)) =2 f (x)=2-+/x 0 fiir x]0;o0[ .



Also folgt fur x €]0;o0[ :

11
V=500 "2k

Kurz: g(x)=vx = g’(x)=2L fur x €]0;00] .
X

Ix

Aufgabe 92
Berechnen Sie mit Hilfe der Kettenregel die Ableitungen der Funktionen h: R — R mit den
folgenden Vorschriften:

a. h(x) =sin(x*+5) ; b. h(x) =sin*(x+5).

Ldsungsvorschlag:

a.

Esgilt h=fog mit

f(x)=sin(x), g(x)=x*+5.

Differenzieren von f und g ergibt:

f'(x) =cos(x), g'(x) =3x>.

Die Kettenregel liefert damit:

h'(x) = f'(g(X))-g'(x) = cos(x® +5)-3x* = 3x*-cos(x’ +5) .
b.

Esist h=f ogok mit

f(x)=x%, g(x)=sin(x), k(x) =x+5.

Differenzieren von f, gund k ergibt:

f'(x) =3x%, g'(x) =cos(x), k'(x) =1.

Die Kettenregel liefert damit:

h'(x) = f'(g(k(X)))-g'(k(x))-k'(x) = 3sin®(x +5) -cos(x +5) -1=3sin’(x +5) -cos(x +5) .

Aufgabe 93

Differenzieren Sie unter Ausnutzung der Tabelle wichtiger Ableitungen und der Ableitungs-
regeln die Funktionen mit den folgenden Vorschriften; vereinfachen Sie das Ergebnis nach
Maglichkeit:

a. f(x)=x-In(x); b. f(x)=In(x-cos(x)); c. f(x)=In(tan(3)).
Lésungsvorschlag:

af’(x)=1-In(x)+x-%=|n(x)+1.

100 10500 - (sin() ~ ).

¢

ey 1 1 1_ 1 _ 1
f (X) T Tan(%) cos? (%) 2 T 2sin(%)cos(¥) ~sin(x) ¢

Aufgabe 94

f :R\{4} > R sei definiert durch f(x)=3-(2x-1)".
a. Berechnen Sie f™(x) fur n=1,2;3.

b. Zeigen Sie durch vollstandige Induktion:



fOX==D"-3-2"-nt(2x-D) " fiiralle neN.

Losungsvorschlag:
a

f. D(x)=f'(x)=-3-2x-1)?-2=—-6-(2x-1)*;
fOX) =f"(x)=12-2x-1D72-2=24-(2x-1)2;
fOMX) = f"(x)=-72-(2x-1D*-2=-144-(2x-1™.
b

Nachweis durch vollstandige Induktion in Kurzform:
. n=1:

f ™ (X) =f @ (X) SlZOl— 6- (2X —1)72 = (—]_)1 .3. 2111 (2X _1)f(l+1) — (_1)n .3.2".nl (2X _1)—(n+1)

II. n>n+1:

Nach IV gilt:

fO(x)=(=1)"-3-2"-nt(2x=1) "V

Differenzieren liefert:

FOD00 = (FOY(0 = (-1)"-3-2"-nt (-(n+D))(2x-D) "7 2= ()" -3-2' - (n+ D 2x-1)



