Losungsvorschlage fur die Aufgaben zu Kapitel A.2.3.

Aufgabe 95
f :]-1,00[— R sei definiert durch f(x)=<1+x.
Bestimmen Sie das 3. Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt x, =0.

Losungsvorschlag:
Berechnung der benétigten Ableitungen und der zugehdrigen Funktionswerte an der Stelle
X, =0:

f(x)=3x+1=(x+1)° f(x,)=f(0)=1

f'(x)=1(x+1)} f'(%)=1(0)=3
f/(x)=-2(x+1)* f'(x)=f"(0)=-%
£7(x) =12 (x+1) f"(%)=1"(0)=%
Also:

3
P ()= 2 fOO)X =41 X" +4-2- X + 4 (-2) X2+ 42 x° =1+ix -1 x* + & X°
i=0

Aufgabe 96
a. Zeigen Sie: 328 =3-3f1+ L.

b. Berechnen Sie mit Hilfe des Resultats von Aufgabe 95 einen N&herungswert fur 328 und
schéatzen Sie den absoluten Fehler mit Hilfe der Restgliedformel von Lagrange ab.

Losungsvorschlag:

a.

Y28 =327 +1=327(1+ %) =3- 31+ 2.

b.

Fur f:]-1,0[— R mit f(x)=31+x hat das 3. Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt
X, =0 nach Aufgabe 95 die Vorschrift p,(x)=1+1x-ix*+&x°

Damit folgt

328=3. M+L=3-f(£)=3-p(&)=3-(1+1-L-1.(£)2+L&-(£)°)=3,036589198.
Fehlerabsch&tzung nach Lagrange:

Es gibt X<[0;-1] mit

3 [R(H)[ =35 (%) ()| =34 (2" [T

Nach Aufgabe 95 gilt

") =2 (x+1])* =

FOX)=-2(x+1) " =

%€[0; 27]

—80
81(F1+x)1

80
T

)
Also folgt:
3|R4(2—17)| =34 ()" ‘ f (4)(2)‘ <3-L-(4)"-8=2323057312-107".




Aufgabe 97 ( Tuftelaufgabe ohne Parallelaufgabe in den Ubungen mit Anregung zum
Programmieren )
Uber f:R — R sind folgende Eigenschaften bekannt:

a. f istunendlich oft differenzierbar.
0 flrgeradesneN.,
b. f“”(xo):f(”)(O):{ oo =

1 firungeradesneN.
c. \f<“>(x)\s 2 firalle neN,, xe[0;1].
Schreiben Sie ein Programm, das nach Eingabe von x €[0;1] und & >0 einen Naherungswert
der Form p,(x) fir f(x) berechnet, wobei |f (x)—p,(X)|<& gilt.

( Struktogramm !)
Welche Ausgabe erhalten Sie fir x=0,1, ¢ =10"°?

Losungsvorschlag:

Mathematische Analyse:
b.

pn(X)iiﬁf“)(O)xiz Z ix =

1=
i ungerade

p2n+1(X) = Z (ziil)! X2i+l = p2n+2 (X) J pO (X) =0.
i=0

Es gibt X zwischen 0 und X, so dass

| £() = Pona ()] = [ F (X) = Paper ()] = gz X

|00 = Pona (¥ =] T (X) = P (¥)| < g X

f (2n+3) (X)‘ :c>

Struktogramm:

x €[0;1] einlesen

& >0 einlesen

Néherung gleich x setzen

Summand gleich £ setzen

Index gleich 2 setzen

Solange 2-Summand > ¢
Né&herung durch Naherung + Summand ersetzen

s d x*
Summand durch 2oeenex— ersetzen

Index durch Index + 1 ersetzen

Néherung ausgeben

Als Ausgabe fiir x=0,1, £ =10° habe ich Naherung = 0,10016 erhalten. ( Details hangen
vom Rechner ab! )

Aufgabe 98
Bestimmen Sie flr f :]—o0;f— R mit f(x)=In() mit Hilfe der Definition die Taylorreihe

t(x) mit Entwicklungspunkt x, =0
Geben Sie anschlielend an, fir welche x die Taylorreihe t(x) konvergiert.



Losungsvorschlag:

a.
Mit f(x)=In() =In(1) - In(Ll—x) = -In(1-x) erhalt man
f(x)=-In(l-x) f(x,)="1(0)=0
f'(x)=@1-x" f'(x)=f'(0)=1
f'(x)=@1-x)" f'(x) = 1"(0) =1
f"(x)=2(1-x)"° f"(x,)=f"(0)=2

1 M(x)=(n-1)!1-x)" f (%)= f™(0)=(n-1)!
fur neN.

Damit folgt o "

t(x) = ii FO(O)xX = i%(i _pn e i; o

Im Rahmen von Beispiel 4 zu A.1.5.1. wurde bereits gezeigt, dass t(x) genau fur x e[-L11]
konvergiert.

Aufgabe 99
Sei f(x)=arctan(x); t(x)=i(—1)iﬁxz”l.

i=0
a. Zeigen Sie, dass t(x) fur alle x €]-1,1] konvergiert.
b. Zeigen Sie t(x) = f (x) furalle xe]-1,1].

Losungsvorschlag:
a.
Fur x =0 ist die Reihe offenbar absolut konvergent.

Betrachte fur x=0,|x| <1, b, =42 x*", dann gilt:

bn+1
b

s=1lim =

n—oo

n

1 n+1 . 2n+3 | Doppelbruch auflésen
lim (DX

2nit
noow| zag(-D" X"

X2n+3:X2X2n+1;(_1)n+1:_(_1)n

. 2n+1)-(=1 n+1'X2n+3
Ilm ( )( ) n y2n+l
nooo | (2043)-(=1)"-x

kurzen
lim —(2n+1)-(-1)"-x2.x2"L | =

noseo|  (2043)(-)"™ | T

Betrag ausrechnen

s [ —(2n+1)-x?
Ilm ( 2n+;
n—o0

lim X2 2n+l _

Nesoo 2n+3

|x|<1

2+L
22— x? < 1.

lim x =

n—o0

Damit ist die Reihe auch fir x €] -1 1\{0} absolut konvergent.
Die Reihe konvergiert also fir alle x €]-11[.

b.
Fur xe]-13,1 gilt:

S i1 2i+l A225.
t(x) =Y (-1 2 X" =
i=0



ki . _ kiirzen
100 =Y (-1) 77 Qi+1)x¥ =
i=0

® . . Potenzgesetze
Z(_l)l XZI —

i=0

@ CAL43, ¥

Z(_XZ)l —

i=0

1_(:(2) - 1+lx2 - f'(X).
Damit gibtes ce R mit t(x) = f(x)+c flralle xe]-L1.
Fir x =0 erhalt man insbesondere:
t(0)=f(0)+c=0=0+c=c=0.
Damit ist t(x) = f(x) furalle xe]-1,1].




