Losungsvorschlage fur die Aufgaben zu Kapitel L.6.2.

Aufgabe 63
111

Untersuchen Sie, ob die Matrix A=|1 1 1| diagonalisierbar ist.
111

Bestimmen Sie gegebenenfalls eine Basis B des R*®, die aus Eigenvektoren von A besteht,
eine invertierbare Matrix C und eine Diagonalmatrix D mit C™*-A-C=A*®=D.

Losungsvorschlag:
a. Berechnung des charakteristischen Polynoms und der Eigenwerte von A:

1-12 1 1 _
Entwicklung nach der 1. Spalte
p,(A)=det(A-1-E,)=det| 1 1-41 1 =
-1

(l—/l)-det(l_/i : j dt( ]+det( j
1 1-2 1 1-2 1-1 1

(1-2)-[@-2)°" --[Q- ) -1+~ - )] =

(1-2)-[A*-22)+ A+ A=

A2 =22-2°+22%+22 =

~A*+31% =

A% (1-3).

Damit gilt:

A Eigenwertvon A < p,(1)=0< -1*-(1-3)=0 <& A1=0vA1=3.

Der Eigenwert 0 hat die algebraische Vielfachheit 2; der Eigenwert 3 hat die algebraische

Vielfachheit 1.
b. Berechnung der Eigenrdume von A:

i. Berechnung von Eig(A,0) = L6s(A,0):
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A=1 1 1|2
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Der Entzerrungsalgorithmus L.3.4.6. liefert
1 1
Eig(A,0)=L6s(A0)=L||-1],| O
0)(-1

Wegen dim(Eig(A,0)) =2 hat der Eigenwert 0 die geometrische Vielfachheit 2.



ii. Berechnung von Eig(A,3) = Los(A-3-E,,0):
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Der Entzerrungsalgorithmus L.3.4.6. liefert
-1 1
Eig(A,3) = Los(A-3-E,,0)=L|| -1||=L||1
-1 1
Wegen dim(Eig(A,3)) =1 hat der Eigenwert 3 die geometrische Vielfachheit 1.
c¢. Untersuchung auf Diagonalisierbarkeit:

1 1 1
B=(b;b,;b,) mitb = -1|, b,=| 0 |, b,=|1|ist eine Basis des R*, die aus
0 -1 1
Eigenvektoren von A besteht. Also ist A diagonalisierbar.
1 1 1
Sei C=|-1 0 1|,danngiltwegen A-b=0-b, A-b,=0-b,, A-b,=3-b;:
0 -11
b T Tb, Th,
0 0O
C'.AC=A®* =D mitD=|0 0 0
0 0 3

Aufgabe 64

Untersuchen Sie mit Hilfe von L.6.2.2., welche der Matrizen aus Aufgabe 62 diagonalisierbar
sind.

Geben Sie fiir die diagonalisierbaren Matrizen eine Basis B des R* bzw. R?®, die aus
Eigenvektoren von A besteht, eine invertierbare Matrix C und eine Diagonalmatrix D an

mit C*-A-C=A®=D.



Losungsvorschlag:
a.

5 1) .
Fur Az(4 Zj gilt nach Aufgabe 62:

e p,(4)=(A-1)-(1-6); damit zerfallt p, vollstandig in Linearfaktoren.

e Beide Eigenwerte haben die algebraische und geometrische Vielfachheit 1.
Damit ist A diagonalisierbar.
Ferner gilt nach Aufgabe 62:

- _ 1) - (1
B =(b;b,) mit b, :( 4), b, :(1] ist eine Basis des R?, die aus Eigenvektoren von A
besteht.
) 1 1 . _ - ~ -
Sei C = 41 , dann gilt wegen A-b, =1-b,, A-b, =6-b,:

b, T Th

10

C*AC=A®"=D mitD= :
0 6

b.

. 1 2y .

Far A:( 3} gilt nach Aufgabe 62:

2

e Der einzige Eigenwert hat die algebraische Vielfachheit 2, die geometrische Vielfachheit 1.
Damit ist A nicht diagonalisierbar.
C.

-4\ .
Fur A:(Z 0 j gilt nach Aufgabe 62:

e p,(1)=2%+16 zerfallt nicht vollstandig in Linearfaktoren.
Damit ist A nicht diagonalisierbar.

d.
1 2 2

Fir A=| 1 2 -1/ gilt nach Aufgabe 62:
-1 1 4

e p,(A)=@-A2)-(A-3)%; damit zerfallt p, vollstandig in Linearfaktoren.

e Fr beide Eigenwerte stimmen die algebraische und geometrische Vielfachheit iberein.
Damit ist A diagonalisierbar
Ferner gilt nach Aufgabe 62:

-2 1 1
B=(b;b,;b) mith =] 1 |,b,=| 1|, b,=|0 |isteine Basis des R*, die aus
-1 0 1

Eigenvektoren von A besteht.
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SeiC=| 1 1 0/, danngiltwegen A-b=1-b, A-b, =3-b,, A-
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