Mathematik 11 fiir Informatiker — Doppelprobeklausur zur Wiederholung —
LOdsungsvorschlage

Wiederholungsaufgabe 1
v 2V, —V

f :R? —» R? sei definiert durch f( 1] :( ! 2] .
v, v, +4v,

a. Zeigen Sie, dass f linear ist.

b. Bestimmen Sie die zugehorige Matrix A, .

. - (1 - (-1
c. B=(b,b,) mitb = (Oj , b, = ( J ist eine Basis des R”. Bestimmen Sie die zu f

gehorige Matrix A>® beziiglich B.

Losungsvorschlag:
a.
Eigenschaft a. aus L.5.1.1. :

f {Vl j N (Wl ] Vektoren:addieren ; (Vl +W, J f anvEnden (Z(Vl + Wl) — (V2 + Wz)] ausmulti_plizieren
vV, W, v, +W, (v, + W) +4(v, +w,)

(Zvl + 2Wl — V2 — W2 j als Summe von zwei Vektoren schreiben

v, +W, +4v, +4w,

2V. —V. 2W. — \\, ) jeden Summanden als Funktionswert schreiben V. W.
1 2 1 2 1 1

n = f + f :
v, +4v, W, + 4w, v, W,

Eigenschaft b. aus L.5.1.1. :

Vl Vektor mit dem Skalar multiplizieren k . Vl f anwenden
flk- = f =
v, k-v,

(2 k- Vl —k- V2 ] Vektor als skalares Vielfaches einesVektors schreiben 2Vl — V2 Vektor als Funktionswert schreiben
k- =
K-v,+4-Kk-v,

v, +4v,

aes [ 0)
1 3

Wiederholungsaufgabe 2

2 0
Bestimmen Sie fir A= (3 ZJ alle Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenraume.

Ist A diagonalisierbar?



Losungsvorschlag:

2-1 0 ,
pA(/i):det(A—ﬂ~E2):det( 5 Z_J:(z—z).

Damit gilt:

A Eigenwertvon A < p,(1)=0< (1-2)°=0 < A=2.

Nun wird der Eigenraum von A bestimmt.
Es ist Eig(A,2) = Lés(A—2-E,,0).

A2 E=g 5] s o) B | [0]

Der Entzerrungsalgorithmus L.3.4.6. ergibt

o414

A ist nicht diagonalisierbar, da der einzige Eigenwert 2 die algebraische Vielfachheit 2, aber

die geometrische Vielfachheit 1 hat.

Wiederholungsaufgabe 3
Sei Ae M (nxn,R). Erganzen Sie die folgende Tabelle:

Ist immer Ist nicht
richtig immer
richtig
Falls A n paarweise verschiedene Eigenwerte hat, so ist A X
diagonalisierbar.
Falls A diagonalisierbar ist, so gibt es eine Basis des R", die X
aus Eigenvektoren von A besteht.
Falls das charakteristische Polynom von A vollstandig in X
Linearfaktoren zerfallt, so ist A diagonalisierbar.
Falls flr jeden Eigenwert von A die algebraische und X
geometrische Vielfachheit Gbereinstimmen, so ist A
diagonalisierbar.
Falls A diagonalisierbar ist, so hat A n paarweise X

verschiedene Eigenwerte.

Wiederholungsaufgabe 4
Berechnen Sie die Grenzwerte der nachstehenden Folgen:

a.(a,)=( ) b. (b,) = (

5n° +n-sin(n) L+

Losungsvorschlag:

a.
. _ n*+2n+1
lima, =lim—————=7?
n—c n>=5n° +n-sin(n)

Erweitern mit iz liefert:
n

n’+2n+1 Q/ﬁ-(l+0,5”))




1+g+i

lima, _I|m n_n’

n—oo

54 sm(n)
n
Mit den Grenzwertsatzen folgt:

1+2-lim 1+(I|m =)?
Iiman n—o0 n n—)oo

n—o

5+rllir2(ﬁ-sin(n))

Da Iimlzo gilt und die Folge (sin(n)) beschrénkt ist, folgt

n—oo n
lima 1+2 0+ (0)? 1.
n—e 5+0 5
b.
limb, = |imm =9
n—ow n—o (1+%)”
Mit den Grenzwertsatzen folgt

lim¥n - (1+I|m0 5")
limp, ===
n—>o I|m(l+l)

Wegen |0 5|<1|st lim0,5" =0; ferner gilt Ilmf 1 und I|m(1+—) =e.

nN—oo

Dabher folgt
limp, =L@+ _1
n—>o e e

Wiederholungsaufgabe 5
Untersuchen Sie die nachstehenden Reihen auf Konvergenz:

a. ii-4i; o I!
i=1

Losungsvorschlag:
a.

Sei a, =n-4". Dannist a, >0 und es gilt:

Ilm\/_—llm\/n 4”_I|m\/_4 1.4=4>1

n—oo nN—o0 n—oo

iz |

Also ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium divergent.
b.
I
Sei a, :n—n'. Dann ist a, >0 und es gilt:
n
(n+1)!
n+1 L.A" n
lim 2L _ [im (n+1) i (n+1)! 1n Cim ™
e g n—w I’l n—w (n +1)n+ n—w (n +1)”
nn
lim -1

n—w 1 e

@+=)"
n



Also ist die Reihe nach dem Quotientenkriterium konvergent.

Wiederholungsaufgabe 6

a. Bestimmen Sie den Konvergenzradius R der reellen Potenzreihe 24‘ X'
i=0
b. Entscheiden Sie unter alleiniger Ausnutzung des Resultats aus a., ob die gegebene Potenz-
reihe fir die folgenden Werte von x konvergiert oder divergiert:
i X=%; i, x=-2.

Losungsvorschlag:
a. Sei a, =4" furalle neN, dannist r =limy/ja,| = lim/4™ = 4 und nach der Formel von

n—oo n—oo

Cauchy — Hadamard ist R=1=1.

b.i. Wegen |x|=|4|=4<41=R istdie Reihe konvergent.
ii. Wegen |x|=|-2|=2>4=R ist die Reihe divergent.

Wiederholungsaufgabe 7

Zaixi sei eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R =4 . Erganzen Sie die folgende
i=0

Tabelle:
Ist immer Ist nicht
richtig immer

richtig

2 . . . X

Zaix' konvergiert fir mindestens ein xe R

i=0

o0 ) A . . X

> ax' divergiert fiir xe R\]-4;4[.

i=0

— i . " X

> ax' konvergiert fiir x €]-4;4[ absolut.

i=0

S N . X

Zaix' konvergiert flir xe R mit x<4.

i=0

e : X

> ax' divergiert fir xe R mit x>4.

i=0

Wiederholungsaufgabe 8
Differenzieren Sie und vereinfachen Sie das Resultat so weit wie mdglich:

a. f(x)=sin*(3x+7); b. f(x)=arctan(%).

Losungsvorschlag:

a.

Nach der Kettenregel gilt:
f'(x)=2-sin(3x+7)-cos(3x+7)-3
Wegen sin(2a) = 2-sin(«) - cos(a) folgt
f'(x) =3-sin(6x +14).

b.

Nach der Kettenregel gilt:




-1

1
1 241
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Wiederholungsaufgabe 9

Berechnen Sie Isin(x) cos(x)dx

a. durch Substitution y =sin(x);  b. durch Substitution y = cos(x) .

c. Vergleichen Sie die Resultate und erklaren Sie den auftretenden Effekt.
d. Berechnen Sie jsin(x) cos(x)dx durch partielle Integration.

Losungsvorschlag:
a.

Substitution: y =sin(x) = ¢ = cos(x) = dx = &~dy

[sin(x) cos(x)dx = [ ycos(x) gt dy = [ ydy =4y +C = 4sin’(x) +C .
b.

Substitution: y = cos(x) = ¢ = —sin(x) = dx = — 4 dy

J'sin(x) cos(x)dx = —J'sin(x)yﬁdy = —J' ydy =—1y*+C=-1cos*(x)+C.
C.
Wegen cos’(x) +sin?(x) =1 gilt 1sin?(x) =1 —1cos’(x) ; die in a. und b. gefundenen
Stammfunktionen unterscheiden sich also um eine Konstante.
d.
Setze g(x) =sin(x); g'(x) =cos(x);
f(x) =sin(x); f'(x)=cos(x).

Isin(x) cos(x)dx =
J 909 ' (x)dx=
9(x)- ()~ [g'(x): F(x)ex=

sin?(x) — j cos(x) -sin(x)dx .

Wir sehen nur auf die unterstrichenen Zeilen und erhalten:
2
2-Isin(x) cos(x)dx =sin’*(x) +C =

[sin(x) cos(x)dx = £sin*(x) +C .

Wiederholungsaufgabe 10

Eine faire Munze wird geworfen. Erscheint Wappen, so wird sie noch einmal geworfen;
erscheint Zahl, so wird mit einem fairen Wirfel einmal gewdirfelt.

a. Geben Sie den zugehdérigen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p) an.

b. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, beim zweiten Wurf/Wurfeln Wappen oder eine Zahl
<2 zu erhalten.

Losungsvorschlag:

a.

Es werden die Abkirzungen W fur Wappen und Z flr Zahl verwendet.
Damitist Q ={(W;W);(W;2);(Z;1);(Z;2);(Z;3);(Z;4);(Z;5);(Z;6)}.
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e

Der Wahrscheinlichkeitsbaum liefert, dass p : Q — [0;1] definiert ist durch
11 1 11 1 .
W) = Z)==-—==; p(Z;))==-==— furalle i=1..;6.
|O(VV)|0(W)224|0()2612
b.
Gesuchtist p(E) mit E={(W;W);(Z;1);(Z;2)}.

1 1 1 5
E)= W Z;1 Z;)=—+—+—=—.
P(E) = pW;W)+ p(Z;1)+ p(Z;2) RETRETIRT



