L.5.2. Lineare Abbildungen und Matrizen

Voruberlegung zu L.5.2.1.
Sei f:R?— R? linear. Dann gilt:

f[W]: f vl.[;j+v2.((1) —v,- (&) +v,- f (é2)=

Ist f(él):[al’lj, f (&)= ZZj und Az[:i :i’j,sofolgt:

zvl.(an]_'_vz.(ai,zjz(vl'an*'vz'ai,sz(an aivz]'[\ﬁj:A'[Vl]'
A, Py, Vitdy, +V, -8y, By A, Vv, Vv,

Entsprechend kann man allgemein argumentieren und erhalt:

L.5.2.1. Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
1. Ist AeM(mxn,R),soist f,:R" >R" mit f,(V)=A-V firalle
VeR"=M(nx1R) eine lineare Abbildung.

Merkregel: Jede Matrix liefert eine lineare Abbildung; diese multipliziert einen
Vektor mit der Matrix.

2. Ist f:R" - R" eine lineare Abbildung und A = (a, ;) € M (mxn,R) definiert durch

&
f(g)=| i |furalle j=1..n,
a

m, |
sogilt f(V)=A, -V firalleveR", dh f=f, .

Merkregel: Jede lineare Abbildung wird durch eine Matrix geliefert; dabei stehen in
den Spalten die Funktionswerte der kanonischen Basisvektoren.

Beispiel 3) zu L.5.2.1.: Drehung um den Winkel «

Gesucht ist die Funktionsvorschrift der Funktion f :R* — R?, die eine Drehung um den
Nullpunkt mit Drehwinkel o im mathematisch positiven Drehsinn beschreibt.

a. f:R* > R? isteine lineare Abbildung (warum? ), also ist f von der Form f,, mit

TR N - [ @
A, _(am aZJ’WObeI f(el)_[azj, f(e2)_[az,zj.

b. Bestimme also noch f (&) und f (&,).

. . . . = cos(a)
Die unten stehende Skizze zeigt zunéchst f (el) =| . .
sin(«)
Erganzen Sie nun die Skizze durch €, und f (g,).
—sin
Dann konnen Sie ablesen: f (,)= (@) .
cos(a)



Damit folgt: A, =[cos(a) —sin(a)jl

sin(a) cos(«x)

sin(«)

\ 4
Vv X

V. v oS —sin V. cos(e)-v, —sin(e)-v

v, "LV, sin(e) cos(a) ) \ v, sin(e) - v, +cos(a) - v,
Beispiel 4) zu L.5.2.1.: Manchmal versteht man lineare Abbildungen besser, wenn man
nicht nur auf die kanonische Basis schaut.

) 0,8 0,6
Sei A= )
0,6 -0,8

Gesucht ist eine geometrische Interpretation von f, .
0,8 0,6
Wir wissen: f,(&)=| ' |, f.(&)=]| |
i (&) (o,aj (&) (—0,8)
Zeichnen Sie €, €,, f,(&) und f,(&,) in die Skizze unten ein.
A Y

v

Machen Sie dann einen Vorschlag fur eine geometrische Interpretation:

Probleme? Dann folgt eine Hilfe:



Sei @:GJ 52:(_:3 . Danngilt: f,(B)= .......... , Fab) =

Zeichnen Sie nun by, b,, fA(Bl) und fA(BZ) in die Skizze oben ein,
Machen Sie jetzt einen erneuten Vorschlag fir eine geometrische Interpretation:
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Das letzte Beispiel deutet schon an, dass es einen Zusammenhang zwischen linearen Abbil-
dungen und Matrizen gibt, der Uber die Betrachtungen aus L.5.2.1. hinausgeht und geome-
trisch von Bedeutung ist. Dieser Zusammenhang benutzt statt der kanonischen Basis beliebige
Basen, z. B. solche, die ein ,,glinstiges Koordinatensystem* definieren. Wir wollen uns diesen
Zusammenhang, der leider nicht ganz unkompliziert ist, nun anschauen:

L.5.2.2. Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen — der
allgemeine Fall

Gegeben sind eine Basis B =(51;.--:5n) des R" und eine Basis E§=(v*v ;oW ) des R™.
1. Ist A=(a;)eM(mxn,R), so ist

£EERY SR mit £,58(D e, B)=Yc,-(Da,, W)
eine lineare Abbildung. " " N
Merkregel: fAé'B bildet BJ. auf die Linearkombination von w,,..., W, ab, deren
Koeffizienten in Spalte j von A stehen.
2. Ist f:R"—R™ eine lineare Abbildung und A, ®® =(a,;) e M(mxn,R) definiert

B

durch f(bj):;ai'j W, soist f = fAfé BB

Merkregel: Spalte j von Afé’B enthalt die Koeffizienten der Darstellung von f(Bj)
als Linearkombination von W,,...,W, .
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Afé'B beschreibt oft sehr viel besser als A, , wie sich f geometrisch verhalt. Andererseits ist
A, besser geeignet, um Funktionswerte der linearen Abbildung f :R" — R™ zu berechnen.
Dabher ist ein Zusammenhang zwischen Afé'B und A, von Interesse. Wir geben einen solchen

fir B=B (und damit n=m ) an.



L.5.2.3. Die Berechnung von A, aus A.*°® (und umgekehrt)
B=(b;..;b ) seieine Basis des R"; C e M (nxn,R) habe b,....b als Spalten.
Dann ist C invertierbar und es gilt fur jede lineare Abbildung f :R" - R":
A =C-A®®.C"
(bzw. &quivalent A®®*=C™.A -C).

Dieses Resultat erlaubt es, lineare Abbildungen f :R" — R" mit gewiinschten geometrischen
Eigenschaften in zwei Schritten anzugeben:
e Man bestimmt zunachst die Darstellungsmatrix A, *® bezuglich einer giinstigen

Basis.
e Man berechnet dann mit Hilfe von L.5.2.3. A, und erhalt f .

Dieses Verfahren kann man z.B. benutzen, um Spiegelungen an beliebigen Geraden im R?
durch den Nullpunkt zu beschreiben.
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